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Аннотация. Актуальность и цели. В работе предлагается новый метод исследования 
дифференциальных операторов с разрывными коэффициентами. Изучается последо-
вательность дифференциальных операторов высокого четного порядка, потенциалы 
которых сходятся к дельта-функции Дирака. Предполагается, что потенциал опера-
тора является кусочно-суммируемой функцией на отрезке задания оператора.  
В точках разрыва потенциала требуется выполнение условий «склейки» для коррект-
ного определения решений соответствующих дифференциальных уравнений. Иссле-
дованы спектральные свойства дифференциальных операторов, заданных на конеч-
ном отрезке, с одним из видов разделенных граничных условий. При больших значе-
ниях спектрального параметра методом Наймарка получена асимптотика фундамен-
тальной системы решений соответствующих дифференциальных уравнений. С по-
мощью этой асимптотики изучены условия «склейки» рассматриваемого дифферен-
циального оператора. Затем изучены граничные условия исследуемого оператора.  
В результате выведено уравнение на собственные значения изучаемого оператора, 
которое представляет собой целую функцию. Исследована индикаторная диаграмма 
уравнения на собственные значения, которая является правильным шеснадцати-
угольником. В различных секторах индикаторной диаграммы методом последова-
тельных приближений Пикара найдена асимптотика собственных значений изучае-
мых дифференциальных операторов. В предельном случае найденная асимптотика 
собственных значений стремится к асимптотике собственных значений оператора, 
потенциалом которого является дельта-функция Дирака. Материалы и методы. 
Асимптотика фундаментальной системы решений дифференциальных уравнений  
с суммируемыми потенциалами при больших значениях спектрального параметра 
получена обобщенным методом Наймарка. Для нахождения корней уравнения на 
собственные значения изучаемого оператора методом Беллмана – Кука исследована 
индикаторная диаграмма, которая является правильным шеснадцатиугольником. 
Асимптотика собственных значений изучаемых дифференциальных операторов  
в различных секторах индикаторной диаграммы найдена методом последовательных 
приближений Пикара. Результаты. Изучен спектр ранее не изучаемого семейства 
дифференциальных операторов высокого четного порядка, потенциалы которых схо-
дятся к дельта-функции Дирака. С учетом условия «склейки» в точках разрыва по-
тенциалов доказано, что уравнение на собственные значения представляет собой ква-
зиполином, корни которого можно найти методом Беллмана – Кука. Аналогичные 
результаты можно получить и для других видов разделенных граничных условий. 
Выводы. Полученные новые результаты об асимптотике спектра семейства диффе-
ренциальных операторов могут быть применены к исследованию базисности соб-
ственных функций аналогичных операторов, изучению функции Грина и вычисле-
нию формул регуляризованных следов операторов, последовательность потенциалов 
которых сходится к дельта-функции Дирака. Метод дельта-потенциалов применяется 
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в физике для исследования короткодействующих примесей, дефектов в различных 
системах. В атомной и ядерной физике огромную популярность имеет модель точеч-
ных потенциалов, это подтверждает необходимость изучения операторов с дельта-
потенциалами. 
Ключевые слова: дифференциальный оператор с разрывными коэффициентами, 
асимптотика решений дифференциального уравнения, кусочно-суммируемый по-
тенциал, дельта-функция Дирака, асимптотика собственных значений, спектр опе-
ратора 
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высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 
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Abstract. Background. The paper proposes a new method for studying differential opera-
tors with discontinuous coefficients. We study a sequence of differential operators of high 
even order whose potentials converge to the Dirac delta function. It is assumed that the op-
erator’s potential is a piecewise-summable function on the segment of the operator task. At 
the points of discontinuity of the potential, the fulfillment of the “gluing” conditions is re-
quired to correctly determine the solutions of the corresponding differential equations. The 
spectral properties of differential operators defined on a finite segment with one of the 
types of separated boundary conditions are investigated. For large values of the spectral pa-
rameter, the Naimark method is used to obtain the asymptotics of the fundamental system 
of solutions of the corresponding differential equations. With the help of this asymptotics, 
the conditions for “gluing” the considered differential operator are studied. Then the 
boundary conditions of the operator under study are studied. As a result, we derive an ei-
genvalue equation for the operator under study, which is an entire function. The indicator 
diagram of the eigenvalue equation, which is a regular hexadecimal, is investigated. In var-
ious sectors of the indicator diagram, the method of successive Picard approximations has 
been used to find the eigenvalue asymptotics of the studied differential operators. In the 
limiting case, the found asymptotics of the eigenvalues tends to the asymptotics of the ei-
genvalues of an operator whose potential is the Dirac delta function. Materials and meth-
ods. The asymptotics of the solutions’ fundamental system of differential equations with 
summable potentials for large values of the spectral parameter is obtained by the general-
ized Naimark method. To find the roots of the equation for the eigenvalues of the operator 
under study, the Bellman-cook method is used to study the indicator diagram, which is a 
regular hexadecagon. The asymptotics of the eigenvalues of the studied differential opera-
tors in various sectors of the indicator diagram are found by the method of successive Pi-
card approximations. Results. The spectrum of a previously unexplored family of differen-
tial operators of high even order whose potentials converge to the Dirac Delta function is 
studied. Taking into account the “gluing” condition at the points of discontinuity of the po-
tentials, it is proved that the eigenvalue equation is a quasi-polynomial, the roots of which 
can be found by the Bellman-Cook method. Similar results can be obtained for other types 
of separated boundary conditions. Conclusions. The new results obtained on the asymptot-
ics of the spectrum of a family of differential operators can be applied to the study of the 
basis property of the eigenfunctions of similar operators, the study of the Green’s function, 
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and the calculation of formulas for regularized traces of operators whose sequence of poten-
tials converges to the Dirac delta function. The delta potential method is used in physics to 
study short-range impurities and defects in various systems. In atomic and nuclear physics, 
the model of point potentials is very popular; this confirms the need to study operators with 
delta potentials. 
Keywords: differential operator with discontinuous coefficients, asymptotics of differential 
equation solutions, piecewise-summable potential, Dirac delta function, asymptotics of ei-
genvalues, spectrum of the operator 
For citation: Mitrokhin S.I. On the studying the spectrum of differential operators’ family 
whose po-tentials converge to the Dirac delta function. Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2021;1:20–38. (In Russ.). doi:10.21685/ 
2072-3040-2021-1-3 

Введение 
Изучим свойства спектра семейства дифференциальных операторов, 

задаваемых дифференциальными уравнениями 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
1 1 1 11 , 0 , 0;ny x q x y x a y x x x a+ = λ ≤ < >   (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
2 2 2 1 2 1 0 22 , , ,n n n ny x q x y x a y x x x x x x x+ = λ ≤ ≤ ≤ ≤   (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
3 3 3 23 , ,ny x q x y x a y x x x+ = λ < ≤ π   (3) 

при этом на потенциал ( ) ( ) ( ) ( )( )*1 2 3; ;Q x q x q x q x=  накладываются следую-
щие условия: 

( ) [ ) ( ) ( ]1 1 3 20, 0; ; 0, ; ;n nq x x x q x x x= ∈ = ∈ π  

( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
1

2 1 1 2 2 2 1 2;   ; ;
n

x

n n n n
x

q x L x x q t dt x q x pp нa x x

′
 
 ∈ ⇔ =  
 
  

( ) ( ) ( )
1 0 0

2 2 2
0 0 0

lim 0; lim ; lim ;
nx x x x x x

q x q x q x
→ + → − → +

= = +∞ = +∞  

 ( ) ( )
2

2
1

2 2
0

lim 0; 1;
n

n
n

x

x x
x

q x q t dt
→ −

= =   (4) 

в точках разрыва коэффициентов требуются следующие условия «склейки»: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 11 20 0 ; 0 0 , 1,2,...,15;m m
n n n ny x y x y x y x m− = + − = + =   (5) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 22 30 0 ; 0 0 , 1,2,...,15;m m
n n n ny x y x y x y x m− = + − = + =   (6) 

с граничными условиями вида 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )13 31 2 1 2
1 1 1 3 3 30 0 ... 0 0.m nm m n ny y y y y y= = = = π = π = π =   (7) 
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Условия (4) обеспечивают нам предельные соотношения  

( ) ( ) ( )2 2, 0lim lim n
n n

q x q x x x
→+∞ →+∞

= = δ − ,  

поэтому предел спектра оператора (1)–(7) при n→+∞  будет совпадать со 
спектром дифференциального оператора  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
0 ,y x x x y x a y x+ δ − = λ

  
  

0 ,x≤ ≤ π  00 ,x< < π  ( ) ( ) ( ) ( )( )*1 2 3; ;y x y x y x y x=


,  

с граничными условиями (7). 
Развитие спектральной теории идет в сторону уменьшения гладкости 

коэффициентов дифференциальных уравнений, задающих дифференциаль-
ные операторы. Дифференциальные операторы второго порядка с кусочно-
гладкими коэффициентами, в том числе с кусочно-гладкой весовой функци-
ей, изучались в работах [1–5]. Необходимость требования выполнения усло-
вий «склейки» или условий «сопряжения» в точках разрыва коэффициентов 
объяснена в монографии [6, гл. 3]. 

Операторы Штурма – Лиувилля с сингулярными коэффициентами изу-
чены в работе [7]. В статье [8] вычислена асимптотика собственных значений 
и асимптотика собственных функций оператора Штурма – Лиувилля на от-
резке с суммируемым потенциалом. В работах [9–13] автором предложен 
другой метод для обобщения результатов работы [8] на различные типы опе-
раторов порядка выше второго с суммируемыми коэффициентами. 

В статьях [14–16] вычислен регуляризованный след первого порядка 
для оператора второго порядка с дельта-потенциалом. Необходимость изуче-
ния операторов, потенциалами которых являются дельта-функции, следует из 
физики: этому посвящены работы [17, 18]. Наша цель: получить аналогичные 
результаты для операторов порядка выше второго с дельта-потенциалами, 
приближая такие потенциалы последовательностью кусочно-суммируемых 
потенциалов. Собственные значения таких операторов будут расположены 
бесконечно близко. Необходимая теоретическая база исследования таких 
операторов с кусочно-разрывными коэффициентами или кусочно-разрывной 
весовой функцией подготовлена работами [19, 20].  

1. Асимптотика решений дифференциальных  
уравнений (1)–(3) при λ→∞   

Пусть 16 16, ,s sλ = = π  при этом для корректности дальнейших выкла-
док зафиксируем ту ветвь арифметического корня, для которой 161 1= + . 
Обозначим через ( )1,2,...,16kw k =  различные корни шестнадцатой степени 
из единицы: 

16 1,kw =  
( )2 1

16 ,
i k

kw e
π −

=  1,2,...,16;k =  

2
161 21; cos sin 0;

8 8

i

w w e i z
π

π π   = = = + = ≠   
   
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4

2 1163 ; ...; ,
i

m
mw e z w z

π
−= = =  1,2,...,16.m =   (8) 

Точки ( )1,2,...,16kw k =  из (8) делят единичную окружность на шестна-
дцать равных частей и для них справедливы свойства: 

16

0
0,m

k
k

w
=

=  1,2,...,15;m =  

 
16 16

0 1
0, 2,3,...,16; 16, 0, 16.m m

k k
k k

w m w m m
= =

= = = = =    (9) 

Методом статей [9, 20] и монографии [21, гл. 2] доказывается следую-
щая теорема. 

Теорема 1. Общие решения дифференциальных уравнений (1)–(3) 
представляются в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

1 1 1 11 1
1 1

; ; ; ; ; , 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =    (10) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1; ; ; , 1,2,...,15; 1,2,...,16;k km maw sx aw sx
k kky x s e y x s aw s e m k= = = =  (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

2 2 2 22 2
1 1

; ; ; ; ; , 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =   (12) 

( )
16

2 15 15
1

1;
16

k kaw sx aw sx
k n

n
y x s e w e

a s =
= − ×  

 ( ) ( )

1

2 30
1 ; 1,2,...,16;k n

n

x
a w w st

akn
x

q t e dt O k
s

−  × + = 
    (13) 

( ) ( ) ( ) ( )
16

2 15 15
1

1;
16

k nm m maw sx aw sx
k n n

n
y x s aw s e w aw s e

a s =
= − ×  

 ( ) ( )

1

2 30
1 ; 1,2,...,16; 1,2,...,15;k n

n

x
a w w st

akn m
x

q t e dt O k m
s

−
−

 × + = = 
    (14) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

3 3 3 33 3
1 1

; ; ; ; ; ; 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =   (15) 

( ) ( ) ( ) ( )3 3; ; ; ; 1,2,...,16; 1,2,...,15;k km maw sx aw sx
k ky x s e y x s aw s e k m= = = =  (16) 



University proceedings. Volga region. Physics and mathematics sciences. 2021;1 

 25

Величины ( )1 2 3, , 1,2,...,16k k kC C C k =  в формулах (10), (12), (15) –  
произвольные постоянные, при этом справедливы следующие начальные 
условия: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 2 110; 1; 0; ; ; ;k nm m aw sx
k k k nky s y s aw s y x s e= = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 21 3 22 ; ; ; ;k n k nm m aw sx aw sx
n k k nky x s aw s e y x s e= =  

 ( ) ( ) ( ) 223 ; ; 1,2,...,16; 1,2,...,15.k nm m aw sx
n kky x s aw s e k m= = =   (17) 

2. Изучение условий «склейки» (5) 
Из условий склейки (5) с помощью формул (10) и (12) получаем: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

5
2 1 1 1

16 16

2 2 1 1 1 1
1 1

5
1 12 1

16 16
1 12 1

2 1
1 1

0; 0;

0; 0; ;                                   (18)

0; 0;

0; 0;
, 1,2,...,15.  (19)

n n

k k n k k n
k k

m m
n n

m m

m m
n nk k

k km m
k k

y x s y x s

C y x s C y x s

y x s y x s

as as

y x s y x s
C C m

as as

= =

= =


 + = − ⇔


⇔ + = −

 + −
= ⇔

+ −
⇔ = =

 

 














 

Система (18)–(19) имеет единственное решение, так как ее определи-
тель не равен нулю: 

 
( ) ( ) ( )

2,1621 22
21 22 2,16

02 02 02
; ;...; ,

; 0 ; ;
C C C

x s x s x s
ΔΔ Δ= = =

Δ ≠ Δ Δ
  (20) 

 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

21 22 2,16

2,1621 22

02

1515 15
2,1621 22

15 15 15

; ; ... ;
;; ;

...

; ,... ... ... ...

;; ;
...

y x s y x s y x s
y x sy x s y x s

as as as
x s

y x sy x s y x s

as as as

′′ ′

Δ =   (21) 

определители 2kΔ  из (20) получаются из определителя ( )02 1 ;nx sΔ  из (21) 
заменой k -го столбца на столбец: 

( ) ( ) ( )
( )

*(15)16 16 16
11 1 1

1 1 1 1 1 15
1 1 1

0;0;
0; ; ;...; .nk n k

k k n k k
k k k

y x sy x s
C y x s C C

as as= = =

 ′ −− −
 
 
    (22) 
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Определитель ( )02 ;x sΔ  из (21) является определителем Вронского 

фундаментальной системы решений ( ){ }16
2 1;k ky x s =  линейного дифференци-

ального уравнения (2), поэтому он не равен нулю и не зависит от x . В силу 
формул (13)–(14) и (9), (17) получаем: 

( ) ( ) ( )02 02 02 1; ;nx s s x sΔ = Δ = Δ =  

 ( ) ( ) ( )21 22 2,16 00det ; ; ; ;...; ; 0,Wr y x s y x s y x s = = Δ ≠    (23) 

где 00Δ  – определитель Вандермонда чисел ( )1,2,...,16kw k = : 

( )00 1 2 16det ` , ,...,Wandermond s w w wΔ = =  

1 2 3 15 16
2 2 2 2 2
1 2 3 15 16

15 15 15 15 15
1 2 3 15 16

1 1 1 ... 1 1
...

...
... ... ... ... ... ...

...

w w w w w

w w w w w

w w w w w

= =  

 ( ) 00
;

, 1,2,...,16

0.k m
k m
k m

w w
>
=

= − = Δ ≠∏   (24) 

Используя свойства определителей, подставим формулы (22), (11)  
в (20)–(21), выведем следующие формулы: 

 21 00 11 22 00 12 2,16 00 1,16; ; ...; .С С СΔ = Δ Δ = Δ Δ = Δ   (25) 

3. Изучение условий «склейки» (6) 

Подставляя формулы (15) и (12) в условия «склейки» (6), получаем: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

6
3 2 2 2

16 16

3 3 2 2 2 2
1 1

6
1 23 2

16 16
2 13 2

3 2
1 1

0; 0;

0; 0; ;                                  (26)

0; 0;

0; 0;
, 1,2,...,15.      (27)

n n

k k n k k n
k k

m m
n n

m m

m m
n nk k

k km m
k k

y x s y x s

C y x s C y x s

y x s y x s

as as

y x s y x s
C C m

as as

= =

= =

+ = − ⇔

⇔ + = −

+ −
= ⇔

+ −
⇔ = =

 

 

















 

Система (26)–(27) также имеет единственное решение, так как ее опре-
делитель не равен нулю: 
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( ) ( ) ( )

3,1631 32
31 32 3,16

03 03 03
; ;...; ,

; 0 ; ;
C C C

x s x s x s
ΔΔ Δ

= = =
Δ ≠ Δ Δ

  (28) 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

31 32 3,16

3,1631 32
16

03

1515 15
3,1631 32

15 15 15

; ; ... ;
;; ;

...

; ... ... ... ...

;; ;
...

y x s y x s y x s
y x sy x s y x s

as as as
x s

y x sy x s y x s

as as as

′′ ′

Δ = =  

( )
161 2

161 2

161 2

16
1 2 16

15 15 15
1 2 16

...

...
... ... ... ...

...

aw sxaw sx aw sx

aw sxaw sx aw sx

aw sxaw sx aw sx

e e e

w e w e w e

w e w e w e

= =  

 ( )1 2 16... 0
00 00 00 0,a w w w sxe e+ + += Δ = Δ = Δ ≠   (29) 

определители ( )3 1,2,...,16k kΔ =  из формулы (28) получаются из определите-
ля ( )03 2 ;nx sΔ  из (29) заменой k -го столбца на столбец: 

( ) ( ) ( )
( )

*(15)16 16 16
22 2 2

2 2 2 2 2 15
1 1 1

0;0;
0; ; ;...; ,nk n k

k k n k k
k k k

y x sy x s
C y x s C C

as as= = =

′ −− −
 
 
    (30) 

где 1,2,...,16.k =  
Используя свойства определителей, подставим формулы (30) в (28)–

(29), находим: 

 
16

3 2 3
1

, 1,2,...,16,p k pk
k

C p
=

Δ = Δ =   (31) 

определители 3 pkΔ  из формулы (31) получаются из определителя 

( )03 2 ;nx sΔ  из (29) заменой p -го столбца ( )1,2,...,16p =  на столбец  
получаем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

*15
22 2 2

2 2 15
0;0;

0; ; ;...; ,nk n k
k n

y x sy x s
y x s

as as

 ′ −− −
 
 

  (32) 

1,2,...,16.p =  

Применяя формулы (13), (14), из (31), (32) получаем: 
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2

1

2

1

2

1

16

2 1615 30
1

16

2 2 16 1615 30
31 1

15 15
15 30

1 1... ...

1 1... ...

... ... ... ...

1 1...

n

n

n

n

n

n

x

k n n
n x akn

x

k k n n n
k n x akn

x

k k n n n
x akn

g w g O g g
v s

w g w w g O w g w g
v s

w g w w g O
v s

=

=

 
  − +      

 

 
  − +   Δ =   

 

 
  − +      

 

 

 


16

15 15
2 2 16 16

1

;

...
n

w g w g
=


 (33) 

2 15 15 15, 1,2,...,16; 16 ,k naw sx
kg e k v a s= = =  интегралы 

2

1

...
n

n

x

x akn

 
 
  
 
  определены 

формулами (13)–(14). 
Раскладывая определители 31kΔ  из (33) по столбцам на сумму опреде-

лителей, получаем: 

 31 31 ,0 31 ,1515 15 30
1 1 ,

16
k k k O

a s s
 Δ = Δ − Δ +  
 

  (34) 

 

2 16

2 2 16 16
31

00
15 15 15

2 2 16 16

...

... 0, 2,3,...,16;
... ... ... ... , 1;

...

k

k k
k

k k

g g g
w g w g w g k

k
w g w g w g

=
Δ = = Δ =

  (35) 

( )
2

1

2 1 2 16
31 ,15 2 3 16

1
15 15 15
1 2 16

1 1 ... 1
...

... ...... ... ... ...

...

n

n

xN

k n n
n x akn

w w w
w g g g g

w w w
=

 
 Δ = ⋅ =  
 

   

 

2

1

0
1 00... , 1; 1,2,...,16;

0, 2,3,...,16.

n

n

x

x akn

w e n k

n

  
   ⋅Δ = =  =    
 =

   (36) 

Вычисляя определители ( )3 2,3,...,16m mΔ =  из (28), (31) аналогично 
определителям 31kΔ  из (33)–(36), выводим следующие формулы: 

 3 3 ,0 3 ,1515 15 30
1 1 ; , 1,2,...,16,

16
pk pk pk O p k

a s s
 Δ = Δ − Δ + = 
 

  (37) 
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 3
00

0, ; , 1,2,...,16;
, ;pk
p k p k

k p
≠ =

Δ = Δ =
  (38) 

 
2

1

3 ,15 00 ... ; , 1,2,...,16.
n

n

x

pk p
x akp

w k p
 
 Δ = Δ =  
 
   (39) 

Таким образом, из формул (34)–(39) находим: 

 
2

1

3 00 15 15 30
11 ... , 1,2,...,16;

16

n

n

x
k

kk
x akk

w O k
a s s

  
   Δ = Δ − + =         

   (40) 

 
2

1

3 00 15 15 30
11 ... , ; , 1,2,...,16.

16

n

n

x
p

pk
x akp

w
O k p k p

a s s

     Δ = Δ − + ≠ =         

   (41) 

Формулы (20), (25), (31), (40), (41) позволяют изучить граничные усло-
вия (8). 

4. Изучение граничных условий (8) 

Подставляя формулы (10)–(11) в первые 13 граничных условий (8),  
получаем: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

16 168
11

1 1
1 1

0;0;
0 0 0, 1,2,...,13.

pp
p

p p

mm
mk

k k km m
k k

y sy s
C C w p

as as= =
= ⇔ = ⇔ = =   (42) 

Из последних трех граничных условий (8) с помощью формул (15)–
(16), (28), (31) и (20) находим: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

16 168
3 1

3 3
1 1

;;
0 0 0

rr
r k

r r

nn
n aw sk

k k kn n
k k

y sy s
C C w e

as as
π

= =

ππ
= ⇔ = ⇔ = ⇔   

( )
16 16 16

3
2 3

031 1 1
0 0

0
r rk kn naw s aw sk

n knk k
k k n

w e C w e
s

π π

= = =

 Δ
 ⇔ = ⇔ Δ = ⇔
 Δ ≠  

    

( ) ( ) ( )
16 16

2
2 2 , 2 ,

021 1
; 0 ; 0

0
k

k k r k r
k k

C s s
s= =

Δ
⇔ ϕ π = ⇔ ϕ π = ⇔

Δ ≠   

 
( ) ( ) ( )

16 16
00 1

2 , 1 2 ,
021 1

; 0 ; 0, 1,2,3,k
k r k k r

k k

C s C s r
s= =

Δ
⇔ ϕ π = ⇔ ϕ π = =

Δ    (43) 
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 ( )
16

2 , 3
1

; , 1,2,3.r nn aw s
k r nk k

n
s w e rπ

=
ϕ π = Δ =   (44) 

Уравнения (42)–(44) образуют систему из шестнадцати линейных од-
нородных уравнений с 16 неизвестными 11 12 1,16, ,...,C C C . Ненулевые реше-
ния такая система имеет только в том случае, если ее определитель равен ну-
лю, поэтому справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального 
оператора (1)–(7) имеет следующий вид: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

13 13 13 13

1 2 15 16

1 2 15 16

1 2 15 16

21,1 22,1 2,15,1 2,16,1

21,2 22,2 2,15,2 2,16,2

21,3 22,3 2,15,3 2,16,3

...

...
... ... ... ... ...

...
; ; ... ; ;
; ; ... ; ;
; ; ... ;

m m m m

m m m m

m m m m

w w w w

w w w w

f s w w w w
s s s s
s s s s
s s s

=

ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π
ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π
ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π( )

0,

;s

=   (45) 

функции ( )( )2 , ; 1,2,...,16; 1,2,3k r s k rϕ π = =  определены формулами (44),  
(40), (41). 

Применяя формулу Лапласа, разложим определитель ( )f s  из (45) по 
последним трем строчкам, получим: 

( )
1 1 1

13 13 13

21,1 22,1 23,1 54 16

21,2 22,2 23,2

21,3 22,3 23,3 54 16

...
... ... ... ...

...

m m m

m m m

w w w
f s

w w w

ϕ ϕ ϕ
= ϕ ϕ ϕ ⋅ −
ϕ ϕ ϕ

 

1 1 1

13 13 13

22,1 23,1 24,1 51 16

22,2 23,2 24,2

22,3 23,3 24,3 51 16

...
... ... ... ...

...

m m m

m m m

w w w

w w w

ϕ ϕ ϕ
− ϕ ϕ ϕ ⋅ +
ϕ ϕ ϕ

 

 

1 1 1 1

13 13 13 13

23,1 24,1 25,1 1 2 6 16

23,2 24,2 25,2

23,3 24,3 25,3 1 2 6 16

...
... ... ... ... ... ... 0.

...

m m m m

m m m m

w w w w

w w w w

ϕ ϕ ϕ
+ ϕ ϕ ϕ ⋅ − =
ϕ ϕ ϕ

  (46) 

Для нахождения корней уравнения (46) необходимо изучить так называе-
мую индикаторную диаграмму этого уравнения (см. [22, гл. 12]). Из формул (44), 
(40), (41) следует, что индикаторная диаграмма уравнения (46) – это выпуклая 
оболочка множества точек { }, , ; , , 1,2,...,16k m pw w w k m k p k m p+ + ≠ ≠ = ,  
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которая является правильным шестнадцатиугольником 1 2 3 15 16...D D D D D ,  
вершинами которого являются точки 1 1 2 3( ),D w w w+ +  2 2 3 4( ),D w w w+ +  

3 3 4 5( ),...,D w w w+ +  14 14 15 16( ),D w w w+ +  15 15 16 1( ),D w w w+ +  

16 16 1 2( )D w w w+ + ; точки ( )kpm k p mE w w w+ +  при условии 2,k p− ≥  

2p m− ≥  или 2k m− ≥  попадают внутрь этого правильного шестнадцати-
угольника, при нахождении корней уравнения (46) их можно отбросить, так 
как они представляют собой бесконечно малые величины. Корни уравнения 
(46) находятся в 16 секторах бесконечно малого раствора, биссектрисы кото-
рых являются серединными перпендикулярами к сторонам шестнадцати-
угольника 1 2 3 15 16...D D D D D . 

Из книги [22, гл. 12] следует, что для нахождения корней уравнения 
(46) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D , в этом уравнении необхо-
димо оставить только экспоненты с показателями 1 2 3w w w+ +  и 

2 3 4w w w+ + . Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального 

оператора (1)–(7) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D  индикаторной 
диаграммы, имеет следующий вид: 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

13 13 13

21,1 22,1 23,1 54 16

1 21,2 22,2 23,2

21,3 22,3 23,3 54 16

; ; ; ...
; ; ; ... ... ... ...
; ; ; ...

m m m

m m m

s s s w w w
h s s s s

s s s w w w

ϕ π ϕ π ϕ π
= ϕ π ϕ π ϕ π ⋅ −
ϕ π ϕ π ϕ π

 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

13 13 13

22,1 23,1 24,1 51 16

22,2 23,2 24,2

22,3 23,3 24,3 51 16

; ; ; ...
; ; ; ... ... ... ... 0.
; ; ; ...

m m m

m m m

s s s w w w
s s s
s s s w w w

ϕ π ϕ π ϕ π
− ϕ π ϕ π ϕ π ⋅ =
ϕ π ϕ π ϕ π

  (47) 

Применяя формулы (8), получаем: 

1 1 11 1 1

13 13 13 13 13 13

12
1 2 13

12
1 2 13

1 ......
... ... ... ... ... ... ... ...

... 1 ...

m m mm m m

m m m m m m

z zw w w

w w w z z

= =  

( )131 2
13

, 1,2,...,13

det ` ; ;...; 0;pk mm mm m

k p
k p

Wandermond s z z z z z R
>
=

 = = − = ≠ 
 ∏  (48) 

( )
1 1 11 1 1

13

13 13 13 13 13 13

3 4 15
54 16 1348

3
13 13

13 4 15
54 16

......
... ... ... ... ... ... ... ... , ;

... ...

m m mm m m

M
k

km m m m m m

z z zw w w
z R M m

w w w z z z =
= = =  
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 ( )
1 1 1 1 1 1

13

13 13 13 13 13 13

5 51 16 2 1 48
4

13

5 51 16 2 1

... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ,...

... ...

m m m m m m

M

m m m m m m

w w w w w w
z R

w w w w w w

= =
  (49) 

Подставим формулы (48)–(49) в уравнение (47), поделим на 
133

13 0Mz R ≠ , учтем свойства определителей, приведем его в следующему 
виду: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

13

13

13

21,1 24,1 22,1 23,1

1 21,2 24,2 22,2 23,2

21,3 24,2 22,3 23,3

; ; ; ;

; ; ; ; 0.

; ; ; ;

M

M

M

s z s s s

h s s z s s s

s z s s s

ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π

= ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π =

ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π

  (50) 

 Применяя формулы (44), (40), (41) и оставляя только необходимые для 
сектора, перпендикулярного стороне 1 2D D , экспоненты ( )1 2 3a w w w se + + π  и 

( )2 3 4a w w w se + + π , произведем вычисления с точностью до 15
1O

s
 
 
 

 и приведем 

уравнение (50) к следующему виду: 

( ) ( )1 2 3
1 123 311 322 333

a w w w sh s T e + + π= Δ Δ Δ −
 

( )4 2 313 423 344 322 333
a w w w sMz T e + + π − Δ Δ Δ +

 

( ){ 2 3 4
423 341 322 333

a w w w sT e + + π+ Δ Δ Δ −  

 ( ) ( )}1 2 313 123 314 322 333 30
11 0;a w w w sMz T e o O

s
+ + π  − Δ Δ Δ + + = 

 
  (51) 

( )
1 1 11 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2
1 2 3 8

2
123 1 2 3

2
1 2 3

1

1

1

n n nn n n

n n n n n n

n n n n n n

z zw w w

T w w w z z

w w w z z

= = =  

 ( )( )( )3 32 1 2 1
123 0;n nn n n nz z z z z z T= − − − = ≠   (52) 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 2 3 2 3 4

423 4 2 3 2 3 4

4 2 3 2 3 4

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

w w w w w w

T w w w w w w

w w w w w w

= = =  
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1 1 1

32 2 2

3 3 3

2 3

3
2 3

123 3
12 3

, .

n n n

Nn n n
k

kn n n

z z z

z z z z T N n

z z z
=

= = =   (53) 

Подставляя формулы (52)–(53) в уравнение (51), поделим на 
( )4 2 3

123 0a w w w sT e + + π ≠ , получим: 

( ) ( )1 4 13 31 311 322 333 344 322 333
a w w s M Nh s e z z− π = Δ Δ Δ − Δ Δ Δ +  

 

 ( )1 43 13341 322 333 314 322 333 30
1 0.a w w sN Mz z e O

s
− π  + Δ Δ Δ − Δ Δ Δ + =    

  (54) 

Используя формулы (40)–(41), приведем уравнение (54) к следующему 
виду: 

( ) ( ) ( )
2

1 4

1

1 2 3
1 2 1115 15 30

11
16

n

n

x
a w w s

a
x

w w wh s e q t dt O
a s s

− π
  + +    = − + −       

  

( )
2

13 3

1

2 3 4
2 2215 15 30

11
16

n

n

x
M N

a
x

w w wz z q t dt O
a s s

 + +    − − + −      
  

( ) ( ) ( )2
1 4 1 43 13

1

4 2 14 415 15
1

16

n

n

x
a w w s a w w sN M

a
x

w z q t e dt w z e
a s

− π − π

− − ×



  

 ( ) ( )2
4 1

1
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Основное приближение уравнения (55) имеет вид 

( ) 13 31 4 13 3

2 2
2 16 16

i iM Na w w s M N ike z z e e e
π π

− π π= = ⇔  

 
( )

13 3
,1,

1 4

2 , , .
16k осн

M Niks k k k N
a w w

+
⇔ = = + ∈

−

    (56) 

Из общей теории нахождения корней квазиполиномов вида (56) (см. 
[22, гл. 12; 23]) следует справедливость следующего утверждения. 

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального 
оператора (1)–(7) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D  индикаторной 
диаграммы, имеет следующий вид: 
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13 3 , 1,2,3,...
16

M Nk k k+
= + =  

Доказательство. Из формулы Маклоренда следует: 
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Подставляя формулы (57), (58) в уравнение (55), вычисляем: 
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При 01 / k  в уравнении (59) получается верное равенство. Приравнивая 
в уравнении (59) коэффициенты при 151 / k , выводим следующую формулу: 
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Применяя формулу (8), находим: 
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7
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3 16sin1 16
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Подставляя формулу (61) в (60), получаем: 
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Находя предел при n→+∞ , из формулы (62) получаем: 
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эта формула дает спектр предельного оператора (1)–(7) с потенциалом дель-
та-функцией. 
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